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1 Einleitung

Macht in menschlichen Gesellschaften ist ein teils konstruktives und ein teils
zerstorerisches Phianomen. In wohl allen Kulturen haben sich Soziologen, Philo-
sophen, Okonomen und Politiker mit dem Was und Wie von Machtbeziehungen
befasst. In neueren Beitridgen zu diesem Wissenschaftszweig untersuchen Auto-
ren wie Emerson (1962), Witte (2001), Zegler (1975) und viele andere die Frage
nach Bestimmungsfaktoren von Macht. Sie versuchen herauszufinden, wer iiber
wen Macht ausiibt, in welchem Mafle und mit welchen Mitteln. Welche Ressour-
cen und zu welchen Kosten ist der Ausiibende bereit einzusetzen, und welchen
Widerstand setzt der Betroffene dem entgegen. Beispielhaft zitieren wir Emerson
auf S. 32:

,Power (Pab) The power of actor A over actor B is the amount of
resistance on the part of B which can be potentially overcome by A.*

Andere Autoren, wie Bonacich (1987), Bozzo and Franceschet (2016), iiber-
tragen dann die Uberlegungen zu lokalen Machtbeziehungen auf ganze Netzwer-
ke. Aus allgemeinen Forderungen wie etwa ,,An actor is powerful if it is connec-
ted to powerless actors®, sieche Bozzo und Fanceschet , leiten sie mathematische
Gleichungen ab, die Machtrelationen quantifizieren. Die Literatur zu Machtfragen
ist schier uniiberschaubar, konzentriert sich jedoch interessanterweise stets auf die
Machtausiibung ,,Macht iiber jemanden®, kurz MU. Weniger beschiftigt man sich
mit der Frage ,,Wer erhilt Macht von jemandem®, kurz MV. In diesem Beitrag
wollen wir beide Machtrelationen betrachten und sie zusammenfiihren.

MYV ist aus menschlichen Gesellschaften nicht wegzudenken. Beispiele sind
eine Clique in einer Schulklasse, Interessenverbinde wie der der Automobilindus-
trie, der Landwirte, der Umweltschiitzer etc. Auch eine studentische Verbindung
trigt Charakterziige von MV. In jedem Fall tritt eine Gruppe als homogene Einheit
auf, nach dem Motto ,,alle fiir einen, einer fiir alle®.

MU ist Machtausiibung zwecks Meinungs- und Handlungsbeeinflussung. Wir
erleben und beobachten sie in Familien, im Berufsleben, in der Politik, im Sport
und in weiteren Lebensbereichen; nach dem Motto ,,jeder gegen jeden®.

Das alles fiihrt zu der Frage, ob mit dem in der Soziologie etablierten Instru-
ment der graphischen Netzwerkanalyse sowohl MV als auch MU zusammentfiihr-
bar und mathematisch beherrschbar sind.

Graphische Netzwerke sind Modelle von Beziehungsstrukturen, die erstmalig
von Moreno (1934) eingefiihrt wurden. Akteure werden als Knoten und Beziehun-
gen als Kanten dargestellt. Ist es auch moglich, Einzelakteure, Verbiande und deren
teils positive (MV) und negative (MU) Machtbeziehungen in einem solchen Mo-
dell einzufangen? Einen ersten Hinweis liefern sogenannte signierte Netze (sN),
Netzwerke mit Akteuren und positiven sowie negativen Kanten. Zum besseren Ver-
stdndnis betrachte man Abbildung 1. Man erkennt ganze Gruppen von Akteuren =
Knoten, die positiv miteinander verbunden sind, wohingegen andere negative Ver-
bindungen haben.



Abbildung 1: Signiertes Netz

Die positiv verbundenen Knoten konnten kohisive Teilnetze (MV) bedeuten,
umgeben von und vermascht mit trennenden (MU) Teilen des Netzwerks. In der
einschligigen Literatur wird die Semantik solcher positiven und negativen Bezie-
hungen z.B. als Sympathie und Antipathie ausgelegt, und es werden dann Wider-
spriiche bei unbedachter Vergabe von + und - aufgezeigt; siche Newman (2012), S.
206 ff. Zur Modellierung der oben nédher ausgefiihrten Modellbeziehungen werden
wir aussagenlogische Formeln verwenden; sie spiegeln eben ,,Macht von jeman-
dem® und ,,Macht iiber jemanden* wider. Genauer sind diese Formeln ein kon-
ditional-probabilistisches Regelwerk, das in Rodder et al. (2014), Brenner et al.
(2017), Rodder et al. (2019b), Rodder et al. (2019a), Dellnitz et al. (2020), Dell-
nitz and Rodder (2020) bereits zahlreiche Anwendungen zeitigte. Der Aufsatz von
Dellnitz und Rodder titelt: ,,Measuring structural power and forming power allian-
ces in networks — an entropy driven approach® Er analysiert MU-Beziehungen;
MV-Beziehungen und die Verbindung beider werden nicht behandelt.

Dieser Betrag ist wie folgt aufgebaut. Im Folgekapitel werden signierte Netze
dargestellt und Voraussetzungen fiir eine sinnvolle Zerlegbarkeit in MV-Teilnetze
und MU-Teilnetze erarbeitet. Kapitel 3 beginnt in Abschnitt 3.1 mit konditional-
probabilistischen Priliminarien, gefolgt von der Ubertragung dieses Konzepts auf
sN in 3.2. Kapitel 4 definiert und quantifiziert strukturelle Macht in sN. Das ge-
schieht in folgenden Schritten: In Abschnitt 4.1 wird der Machtbegriff in kondi-
tional-probabilistischen Netzen eingefiihrt, in 4.2 anhand reiner MV-Netze und in
4.3 anhand reiner MU-Netze illustriert. In 4.4 werden beide Sichten auf sN zu-
sammengefiihrt und in 4.5 Netzveridnderungen untersucht, falls nun die Macht in
einem Knoten evident und mithin real ausgeiibt wird. Alle Ausfiihrungen sind um
kleine Beispiele ergiinzt. Kapitel 5 wendet die vorgestellten Methoden zu Modell-
bestimmung in signierten Netzen auf ein Kronecker-Netz mit 59 Knoten an. Das
Abschlusskapitel 6 fasst zusammen und gibt einen Ausblick auf weitere Forschung.

2 Signierte Netze

Ein Graph ist eine Menge von Knoten V und eine Menge von Kanten &, die ei-
nige dieser Knoten verbinden. Graphen sind Bilder von Akteuren = Knoten und



deren Beziechungen = Kanten in realen sozialen Netzwerken. Die Kanten kon-
nen z.B. ungerichtet, gerichtet, gewichtet oder signiert sein. Diese Auspriagungen
symbolisieren dann jeweils gewisse Sachverhalte im realen Original: Ungerichtete
Kanten stehen fiir symmetrische Beziehungen, wie etwa Freundschaft oder Ver-
wandtschaft, gerichtete fiir Ubertragung oder Weitergabe von materiellen Giitern
oder Uberzeugungen, Meinungen, Attitiiden. Solche Ubertragungen konnen ge-
dimpft sein - materielle Giiter verderben, Uberzeugungen kénnen sich nur teilwei-
se durchsetzen -, und die Ddmpfung wird durch Gewichte zum Ausdruck gebracht.
Signierte Kanten wurden bereits in der Einleitung erw#hnt, ihnen widmen wir den
Rest dieses Kapitels.

(V, £ U &) ist ein signierter Graph. £* ist die Menge positiver und £ die
negativer Adjazenzen, sieche nochmals Abbildung 1. Damit die Vorstellung koha-
siver Teilnetze widerspruchsfrei umgesetzt werden kann, priagte man den Begriff
»clusterfahig®. Wir wihlen folgende Definition 1 und zeigen dann clusterfihige
und nicht clusterfihige Beispielnetze.

Definition 1. Ein signierter Graph ist clusterfdahig, wenn er in disjunkte signier-
te induzierte Teilgraphen zerfillt, sodass

* es in jedem signierten induzierten Teilgraphen mit mehreren Knoten nur po-
sitive Kanten gibt,

» zwischen signierten induzierten Teilgraphen nur negative Kanten existieren.

Man beachte, dass in einem signierten induzierten Teilgraphen stets alle die Knoten
verbindenden Kanten von (V, £ U £7) enthalten sein miissen. Ein nur aus einem
Knoten bestehender ,,Teilgraph* heil3t entartet.

Folgende Beispiele mit Erlduterungen illustrieren die Zusammenhénge.

Beispiel 1 (clusterfihige und nicht custerfahige signierte Graphen)
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Die signierten Graphen iv), v), vi) sind aus Newman (2012, S.206 ff.) entnom-
men; zusammen mit den {ibrigen zeigen sie gut das Wesentliche der Eigenschaft
Clusterfahigkeit. i) zeigt ein Netz nur einer positiven Kante. Es stellt einen ko-
hisiven (Teil-) Graphen dar, negative Kanten gibt es nicht. ii) bzw. iii) enthélt je
einen induzierten Teilgraphen mit einem bzw. zwei positiven Kanten und negativen
Kanten, die nicht in diesem induzierten Teilgraphen liegen. iv) hat zwei induzierte
Teilgraphen mit nur positiven Kanten, zwischen denen nur negative Kanten exis-
tieren. In v) sind die drei Knoten drei induzierte ,,Teilgraphen®, nur mit negativen
Kanten inzident. Laut Definition 1 sind alle signierten Graphen i) - v) clusterfihig.
Die signierten Graphen vi) und vii) sind es nicht. Der kohisive Teilgraph in vi) ist
nicht induziert, der in vii) ebenfalls nicht.

Zur Uberpriifung der Clusterfihigkeit von sN hilt die einschligige Literatur
Algorithmen bereit. Die eingingigen Verfahren bauen maximale kohésive Teilnet-
ze auf und iiberpriifen dann, ob es eine negative Verbindung ihrer Knoten gibt.
Falls ja, gilt nicht Clusterfiahigkeit; falls nein, erhilt man Clusterfahigkeit.

Mit der in Kapitel 3 festzulegenden Semantik signierter Kanten bekommt die
Clusterfahigkeit der Netze eine besondere Bedeutung; nicht clusterfihige Netze
fiihren zu Widerspriichen. Mehr dazu im folgenden Kapitel.

+

3 Konditional-probabilistische signierte Netze

3.1 Konditional-probabilistische Priliminarien

Man betrachte ein sN (V, £ U £7) mit |V|=n. Jeder Knoten V; € V ist eine boo-
lesche Variable mit V; = 1 oder V; = 0. Fiir V;= 1 geht von V; Macht aus, V; = 0 be-
deutet Machtlosigkeit des Knotens, v=(v1,v2, ...,u,) = (V1=1/0, V5=1/0, ...,V,,=1/0)
sind 2" Zustinde des Netzes, auch Konfigurationen genannt. Auf {v} definieren
wir Wahrscheinlichkeitsverteilungen (); sie modellieren Machtbeziehungen. Da-
mit sie das konnen, geben wir strukturierende Forderungen an.

* Q(V;=1lVi=D)=1.und Q(Vi=1|V;=1)=1. fiir (1,j) e £* (1+)
«  Q(V;=0[V;=D)=1. und Q(V;=0|V;=1)=1. fiir (i,j) € £ (1)
*  Q(V;=1)=1. fiir einige Knoten ¢ (1E)

Bedingte Forderungen heiflen Konditionale oder Regeln, unbedingte Forderun-
gen heillen Fakten. Die ersten beiden in (1+) erzwingen wechselseitige Machtiiber-
tragung bzw. wechselseitigen Machtempfang. Falls von Knoten V; Macht ausgeht,



wird auch V;; michtig und umgekehrt. Die néchsten beiden in (1-) erzwingen ei-
ne wechselseitige Machtausiibung: Falls vom Knoten V; Macht ausgeht(V;=1) und
diese auch durchsetzbar ist (1.), dann ist V; machtlos (V;=0) und umgekehrt. Die
Fakten bedeuten Evidenz, dass von einigen Knoten (wirklich) Macht ausgeht und
nicht nur ein konditionales ,,falls das so ist*.

Wir merken an, dass mit Kanten aus £* inzidente Akteurspaare sich gegensei-
tig Macht verschaffen, wie es etwa in Cliquen, Interessenverbidnden oder studenti-
schen Verbindungen der Fall ist — alle fiir einen, einer fiir alle. Solche Akteurspaare,
die mit Kanten aus £~ inzident sind, versuchen, ihre Nachbarn zu unterdriicken —
jeder gegen jeden. Man beachte, dass ein Akteur durchaus mit einigen Nachbarn
positiv und mit den anderen negativ verbunden sein kann.

Damit die Wahrscheinlichkeitsverteilung () bestmoglich die gesamte Macht-
struktur widerspiegelt, muss sie sorgsam ausgewihlt werden. Sie muss je nach
Sachverhalt die Regeln (1+), (1-) oder Fakten (1E) erfiillen; mehr dazu im Folge-
kapitel. Da es i.A. viele @) gibt, die das tun, muss ein bestimmtes festgelegt werden.
Diese Festlegung geschieht so, dass die Entropie in @, H(Q) = — Y., Q(V)log,Q(V),
maximiert wird. Die Entropie stammt aus der Informationstheorie von Shannon; in
unserem Beitrag misst sie die Unabhingigkeit der Machtverhiltnisse im Zustands-
raum des Netzes. Ist @) die Gleichverteilung auf {v}, sind alle Variablen V; un-
abhingig voneinander. Weder positive noch negative Machtbeeinflussungen sind
moglich. Gilt aber Q(v) = 1 fiir ein v € {v}, bedingen die Auspridgungen der V;
einander vollstindig. Im ersten Fall ist H(Q) = n, im letzten gilt H(Q) = 0. Fir
weitere Ausfithrungen zum Thema Entropie siehe Kern-Isberner (1998), Rodder
et al. (2014).

Die Maximierung von H (@) auf dem Zustandsraum des Netzes bei Beriick-
sichtigung der Vorgaben in (1+), (1-) bzw. (1E) bestimmt also ein solches @), wel-
ches keine nicht intendierten Abhingigkeiten der Variablen zulisst, sondern eben
nur die Vorgaben respektiert. Das fiihrt zu den Optimierungsproblemen des folgen-
den Abschnitts.

3.2 Bildung von Machtstrukturen in signierten Netzen

Wir betrachten drei Optimierungsaufgaben und erldutern.

Q+=arg max H(Q)
wdN.Q(V;=1|V;=1)=1.
QVi=1|V;=1)=1. fir (i,j) e (24

Q-=arg max H(Q)
wdN.Q(V;=0|V;=1)=1.
QVi=0[|V;=1)=1) fiir (4,7) € £~ (2-)

Da die Konditionale in Klammern redundant sind, konnen sie entfallen.



Q+-=arg max H(Q)
u.d.N. wie in (2+) und in (2-) 2+)

In Aufgabe (2+) bestimmt man die Verteilung maximaler Entropie @), fiir ein
Netz, in dem nur positive Kanten auftreten, wie etwa in Beispiel 1i). In Aufgabe
(2-) errechnet man die Verteilung maximaler Entropie @) fiir ein Netz, in dem nur
negative Kanten auftreten, wie etwa in Beispiel 1v). In Aufgabe (2+-) erfolgt die
Bestimmung von @), fiir allgemeine signierte Netze, wie etwa in Beispiel 1ii), iii),
iv), vii).

Die Beispielnetze 1i) bis v) hatten wir als clusterfiahig erkannt. Fiir sie sind die
Regeln in den obigen Optimierungsaufgaben konsistent und die Aufgaben jeweils
losbar. Nicht so fiir die Netze in Beispiel 1vi) und vii). Man sieht sofort, dass z.
B. in Netz vi) eine von Knoten 1 ausgehende Macht den Knoten 2 und 3 ebenfalls
Macht verleiht. Ein michtiger Knoten 2 macht andererseits Knoten 3 machtlos —
ein Widerspruch. Solche Widerspriiche treten nur in nicht clusterfdhigen Netzen
auf, nicht aber in clusterfdhigen.

Abschlieend notieren wir fiir das signierte Netz in Beispiel 1iv) die Optimie-
rungsaufgabe (3)

Q+- =argmax H(Q) (3)
wdN. Q(Va=1|Vi=1)=1. Q(V1=1|V3=1)=1.
Q(Vs=1|Vz=1)=1. Q(Vs=1[V5=1)=1.
QVe=1|Va=1)=1. Q(Va=1|Vs=1)=1
Q(V2=0[Vi=1)=1. (Q(Vi=0|V2=1)=1.)
Q(V2=0|Vz=1)=1. (Q(V53=0[V2=1)=1.)
Q(Va=0|Vz=1)=1. (Q(V53=0[V4=1)=1.)
QVs=0|Vs=1)=1. (Q(V5=0[Vs=1)=1.)

Die Regeln in Klammern konnen wiederum entfallen, da redundant. An spéte-
rer Stelle greifen wir die Aufgabe wieder auf und 16sen sie.

Bisher wurde der Machtbegriff generisch verwendet, im Folgekapitel 4 machen
wir Macht fiir alle Knoten sN messbar. Fiir MV-Netze, MU-Netze und gemischte
Netze werden Eigenschaften dieses Machtmales aufgezeigt und fiir die Knoten des
Beispielnetzes 1iv) berechnet.

4 Strukturelle Macht in sN

4.1 Machtmessung in konditional-probabilistischen sN

Hat man Aufgabe (2+-) geldst und Q._ bestimmt, sind Q,_(V; = 1) fir ¢ =
1, ...,n die Wahrscheinlichkeiten, dass die Knoten V; Macht haben. Bekanntlich ist
—logy@Q+-(V; = 1) dann die Information, die dem signierten Machtnetz zuflieft,



wenn diese Wahrscheinlichkeit zu 1. und die Macht des Knotens evident wird.
Lehrbiicher, wie z.B. Roman (1997) und Topsce (1974), zeigen das auf. Je groBer
nun fiir ein V; diese Information ist, umso groBer ist das Machtpotential des Kno-
tens; die Informationsdifferenz zwischen —logy Q.- (V; = 1) und log,(1.) misst
nidmlich genau die Verdnderung aller wechselseitigen konditionalen Abhéngigkei-
ten in der Machtstruktur des Netzes, vgl. Brenner et al. (2017), S.5.

Grofle Veridnderung entspricht also groBBem potentiellen Einfluss bei wirklicher
Machtausiibung in V;, Grund fiir folgende Definition.

Definition 2 sm; = —log, Q.- (V; = 1) ist die (strukturelle) Macht in Knoten
Vi,i=1,...,n.

Fiir das einfache Netz in Beispiel 1ii) geben wir die Machtpotentiale der 4 Kno-
ten ‘/1’ V27 VY37 ‘/;l an.

Beispiel 2 (Machtpotentiale in sN Beispiel 1ii)
Nach Losen von Aufgabe (2+-) erhidlt man @), _, fiir das wir die Kontingenztafel
angeben; sie wurde mit der Expertensystemshell SPIRIT (2011) berechnet.

i Vo V3 Vi Q- Vi Vo V3 Vi Qi mit Qi (Vi=1)=Q4 (Va=1)=1
11 1 1 0 o 1 1 1 0 Qi (Va=1)=Qs (Va=1)=2
1 1 1 0 0 0 1 1 0 0
I 1 0 1 0 0 1 0 1 0
1 1 0 0 i 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 o o 1 o 1
1 0 0 1 0 0 0 0 1 i
I 0 0 o0 0 o o o o I

Knoten V4 und V5 sind mit sm = —log, 1/5 = 2,322 gleichméchtig, wie auch
V3, V4 mit 1,322. Wie wir in Abschnitt 4.4 sehen werden, sind Knoten in kohédsiven
Gruppen immer gleichméchtig; Knoten V3 und V; sehen sich also gleichsam nur
einem ,,Gegner* gegeniiber und sind aus Symmetriegriinden ebenfalls gleichmich-
tig.

In den Folgeabschnitten werden reine MV - sowie reine MU-Netze betrachtet
und die jeweiligen Machtstrukturen beschrieben.

4.2 Strukturelle Macht in reinen MV-Netzen

Reine MV-Netze enthalten nur positive Kanten V; = V. Graphentheoretisch
hat eine solche Kante zwei Richtungen. V;—V) und V;—V;; beide Pfeile haben in
diesem Beitrag die Form von Konditionalen, siche Aufgabe (2+). Graphentheo-
retisch liegt dann eine starke Zusammenhangskomponente SZK vor. Fiir solche
konditional probabilistischen Netze werden in Brenner et al. (2017) Aussagen be-
wiesen, die wir hier ohne Beweise wiederholen, jedoch plausibilisieren.

Satz 1: Es sei Q. Losung von (2+). Dann gilt:



a Q(V;=1)= % firallei=1,...,n
b. sm;=1.firallet=1,...,n

c. H(Q:)=1.

Wegen des Regelwerkes in (2+) haben Konfigurationen v, in denen V; = 1 und
V; = 0 fiir irgendein Paar V;,V; auftreten, die Wahrscheinlichkeit 0. Sie sind un-
moglich. Bleiben also nur die Konfigurationen vi= (V3 =1, V5 =1, .., V,, = 1)
und vp= (V4 =0, V5 =0, ...,V;, = 0). Unter maximaler Entropie haben sie beide die
Wahrscheinlichkeit 1, also Q. (Vi =1, V2 =1,..,V,=1) =1, Q(V1 =0, V2 =0,
eV =0) = % Damit gilt Satz 1a. und folglich b. Fiir c. iiberlegt man, dass
H(Q,) = %(—logg %) + %(—logg %) = % -1+ % -1.=1.ist.

H(Q,) ist die verbliebene Restunabhingigkeit nach Lésung von (2+) im MV-
Netz. Sie ist mit 1. gering. Geht von auch nur einem Knoten wirklich Macht aus,
profitieren alle {ibrigen davon. Jetzt sind alle méchtig und die Restunabhéngigkeit
H verschwindet.

4.3 Strukturelle Macht in reinen MU-Netzen

Reine MU-Netze enthalten nur negative Kanten V; — V;. Beide Richtungen
der Kante haben auch hier die Form von Konditionalen, sieche Aufgabe (2-). Wie
dort bereits im Nachgang erwéhnt wurde, kdnnen beide Richtungen wegen Redun-
danz durch nur ein Konditional repréasentiert werden. Wir geben nun Eigenschaf-
ten solcher konditional-probabilistischen Netze an, plausibilisieren, beweisen und
kommentieren.

Satz 2: Es sei ()_ Losung von (2-). Dann gilt:

a. Ist ein MU-Netz (V,£7) vollstindig, so haben alle Knoten V; die gleiche
strukturelle Macht sm; = logy(n+1) > 1

b. Ist ein MU-Netz (V, £) vollstindig, so ist die Entropie stets > 1.

c. Ist ein MU-Netz (V, £7) unvollstindig, so haben die Knoten i.A. ungleiche
strukturelle Macht.

d. Auch in unvollstindigen MU-Netzen haben alle Knoten V; eine strukturelle
Macht sm; > 1

e. Auch in unvollstindigen MU-Netzen ist die Entropie stets > 1

Die Plausibilisierungen und die Beweise bedienen sich stets der Kontingenzta-
fel von ()_, die wir zur Erinnerung auf Seite 9 oben notieren.

Zu a. Wihle Knoten V; beliebig. Wegen des Regelwerks in (2-) ist fiir ein
v=(v1, ..., Vi, ..., Up) die Wahrscheinlichkeit Q_(v) > 0 g.d.w.



e V;=1undalle V; = 0, j#1, oder
° V1=V2=...=Vn:0

Jede andere Konfiguration widerspricht dem Regelwerk.

Die Anzahl dieser Konfigurationen ist n + 1 und folglich hat jede von ihnen
die Wahrscheinlichkeit Q_(v) = ——. Somit gilt auch Q_(V; = 1) = — und die

n+l" n+1
strukturelle Macht betréigt mithin sm; = — logQ(ﬁ) =logy(n+1) > 1.

Zu b. Fiir n+1 Konfigurationen mit jeweils der Wahrscheinlichkeit % belduft
sich die Entropie H auf (n + l)ﬁ(— log, ﬁ) =logy(n+1) > 1.

Zu c. Hierzu zeigen wir zwei Beispiele, die die Aussage belegen.

Beispiel 3 (Ungleiche strukturelle Macht in unvollstindigen MU-Netzen)

1. Fiir das Netz

sm1 = sma = logy g

berechnet man
smg =1ogy 5

V3 ist also strukturell méichtiger. Das entspricht der Intuition, da er tiber zwei
Knoten V7, V5, Macht ausiibt; V1, V5 jedoch jeweils nur iiber einen.

ii. Fiir den Stern

smg = smg = smy = logy %

berechnet man
smy =logs9

V1 ist der strukturell méchtigste Knoten, was wieder der Intuition entspricht.



Zu d. Der Beweis zu dieser Aussage ist sperrig und wir geben ihn in Anhang
Al. Hervorzuheben ist jedoch bereits hier, dass alle Knoten in beliebigen MU-
Netzen groBere strukturelle Macht als in MV-Netzen haben. Dort betrigt sie ja
-log, % = 1. ,Jeder gegen jeden®, macht méchtiger als ,,alle fiir einen.

Zu e. In b. konnten wir bereits zeigen, dass in vollstindigen MU-Netzen die
Entropie > 1 ist. Liegt nun ein unvollstindiges MU-Netz vor, so

* vervollstindige man es zu (V, £7) mit dem Ergebnis H > 1,

* beachte man, dass H > 1 auch das Ergebnis H(Q-) von (2-) mit der voll-
standigen — d.h. alle mit allen Knoten verkniipfenden — Menge von Regeln
ist.

* entferne man nun die hinzugefiigten Regeln wieder und berechne erneut (2-)
mit dem Ergebnis H(Q-).

« Dann gilt wegen der VergroBerung des Losungsraums H(Q_) >H(Q-) > 1

Resiimierend halten wir fest:

* Die strukturelle Macht aller Knoten in MU-Netzen ist groBer als 1., sei das
Netz vollstindig oder unvollstindig.

* Die Entropie in MU-Netzen ist stets groBer als 1., sei das Netz vollstindig
oder unvollstindig.

Damit haben MU-Netze grundsitzlich andere Eigenschaften als MV-Netze, denn
dort gilt:

* Die strukturelle Macht aller Knoten in MV-Netzen ist gleich 1., sei das Netz
vollstindig oder unvollstindig.

* Die Entropie in MV-Netzen ist stets = 1., sei das Netz vollstindig oder un-
vollstiandig.

MU-Netze verleihen groBere strukturelle Macht und strukturelle Unabhiingig-
keit; MV-Netze bergen geringe strukturelle Macht und strukturelle Unabhingig-
keit.

4.4 Strukturelle Macht in allgemeinen signierten Netzen

Wie in Abschnitt 4.1 in Definition 2 eingefiihrt, misst sm; = —logy Q+—(V; =
1) die strukturelle Macht in jedem Knoten V; eines allgemeinen sN. In reinen M V-
Netzen war sie stets gleich 1., siche Satz 1 in Abschnitt 4.2. Diese Aussage geht fiir
SZK in allgemeinen sN verloren. Da jetzt die starken Zusammenhangskomponente
(n) ins Gesamtnetz eingebunden und von weiteren Regeln beeinflusst sind, bleiben
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die Machtpotentiale der Knoten in einer SZK zwar gleich, aber i.A. nicht gleich
1. Zum besseren Verstidndnis wiederholen wir Beispiel 1 ii) bzw. Beispiel 2 und
erldutern.

1) Das sN zeigt eine SZK @@, eingebettet in
ein Netz negativer Kanten. Die Kontin-
O—0—® genztafel von @Q,_ hierzu wiederholen
+ wir, ebenso wie Randverteilungen und
@ Machtpotentiale aller Knoten; siehe
Beispiel 2.
i Vo V3 Vi Qi Vi Vo V3 Vi Qi mit Qu(Vi=1)=Q4 (Va=1)=1%
1 1 1 1 0 0o 1 1 1 0 Que(Vs=1)= Quo(Va=1)= 2
1 1 1 0 0 0 1 1 0 o0 smy = sma = 2,322
1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 sm3 =smy = 1,322
1 1 0 0 z 0 1 0 0 0
1 0 1 1 0 0 0 1 1 %
1 0 1 0 0 0o 0 1 0 T
1 0 0 1 0 0o 0 0 1 g
1 0O 0 0 0 0 0 0 0 i

Die Konfigurationen mit (vi,v2) = (1,0) und mit (vq,v2) = (0,1) haben
laut Regeln 122 die Wahrscheinlichkeit 0, die Konfiguration mit (vq,v2) = (1,1)
die Wahrscheinlichkeit % und die Wahrscheinlichkeiten der Konfigurationen mit
(v1,v2) = (0,0) summieren sich zu %. Mit entsprechenden Konsequenzen fiir die
Machtpotentiale: So erhalten die beiden Knoten 1 und 2 durch ihre Lage im Ge-
samtnetz die strukturelle Macht 2.322 und nicht 1. wie in einer isolierten SZK.

Wie angekiindigt, berechnen wir nun das allgemeine signierte Netz von Bei-
spiel 1iv) mit Hilfe der Expertensystemshell SPIRIT (2011).

Nach Eingabe der Regeln (2) aus Abschnitt 3.2 erhdlt man Randverteilungen
der Variablen V; bis V4 unter (),_ wie in Abbildung 2 sowie sm-Werte wie in
Abbildung 3; sie sind unter V; = 1 ablesbar.

Die Randwahrscheinlichkeiten in V7, V3, V5 sind gleich, ebenso wie die in Vj,
V6. Diein V ist denen in Vy, Vg gleich, weil die Knoten die gleiche Machtausiibung
auf V1, Vs, V5 zeigen.

Die Analyse von Macht in signierten Netzen kann iiber die beispielhaften Be-
obachtungen hinaus fortgefiihrt werden.

Als Motivation hierzu fassen wir nochmals zusammen:

* Alle Knoten einer SZK haben die gleiche Randverteilung und somit die glei-
che strukturelle Macht.

* Die strukturelle Macht jedes Knotens des gesamten signierten Netzes ist gro-
Ber als 1. Das gilt:
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— fiir Knoten in signierten induzierten Teilgraphen mit nur positiven Kan-
ten, also SZK.

— fiir Knoten, die entartete individuelle Teilgraphen sind, also nur mit
Kanten aus £~ inzident sind.

Man vergleiche hierzu nochmals die Ausfithrungen in Kapitel 2 dieser Schrift.

Nun gibt es eine Reduktion von (V, £ U £7) auf einem Graphen (V, £-),
der durch Kompression aller SZK ensteht. Die mathematischen Ableitungen hier-
zu finden sich in Brenner et al. (2017). Die fiir diese Schrift wichtigen Aussagen
fassen wir — ohne Beweise — im Folgendem zusammen.

Definition 3 (SZK-Kompression). Es sei Vszx ¢ V die Knotenmenge einer SZK
und Vrem=V\Vszk. Dann ist die SZK-Kompression gegeben durch folgende Net-
zénderungen:

* V wird zu VS U VRrgMm, wobei VS ein sogenannter Superknoten ist, der Vszk
ersetzt.

* Alle Konditionale in SZK fallen weg und alle Konditionale, die Knoten aus
Vszk mit V; € Vrem verbanden, verbinden nunmehr VS mit V; € Vrewm.
Dabei anfallende redundante Konditionale werden eliminiert.

Ist @ +_ die Losung von (2+-) mit Knoten VS U Vgrgm und Konditionalen ge-
méB Definition 3, ist weiterhin @), die Losung von (2+-) mit Knoten } und den
Konditionalen vor Kompression, so gilt folgendes Lemma:

Lemma:
i Jedes Vi € Vszk hat die gleiche Randverteilung in Q.
ii VS hatin Q,_ die gleiche Verteilung wie sie die V}, in Q,_ hatten.
iii Die V; € Vrgwm haben gleiche Randverteilungen in Q wund Q4.
iv Die Entropien in @, _und Q,_ sind gleich.

Wegen dieses Lemmas bleibt auch die strukturelle Macht von VS der von allen
Vi € Vszk gleich, und die aller Knoten V; € Vrgm bleibt unverindert. Die SZK-
Kompression ist Macht-invariant.

Wiederholt man diese Kompression fiir alle SZK im signierten Netz (V, £,
£7), entsteht ein reines MU-Netz (V, ?), dessen Knotenmenge alle Superknoten
enthilt. Fiir dieses MU-Netz mit seiner Verteilung Q_ gilt wieder Satz 2 aus Ab-
schnitt 4.3. Insbesondere ist die strukturelle Macht jedes Knotens aus V groBer als
1. und die Entropie H > 1.

Fiir Beispiel 1iv) fithren wir nun zwei SZK-Kompressionen durch.
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Beispiel 4 (SZK-Kompressionen)

Abbildung 2 zeigt den Graphen zu Beispiel 1iv) vor Kompression. {V1, V3, V5 } bil-
det eine SZK und {V}, Vi } die zweite. Die Randwahrscheinlichkeiten sind jeweils
gleich, wie auch die in Abbildung 3 ausgewiesene strukturelle Macht. Kompressi-
on der beiden SZK ergibt den Graphen mit Randverteilung wie in Abbildung 4 und
mit struktureller Macht wie in Abbildung 5.

Steps herations  Relative entro| Entrop heasure of Incon:
Lo T o [ o o T o Lo o o |
e N EEEEEEEEEEEE B . R

Variables rTransinfonnation | :f Dependencies I/__L @- 1cture rlmpacts |
eeedcre e e
¢ [ abb4

& o (B)vs2

. 0

o (@) Va2 1

[=]
oo
=
=]
=
=]

=1
T
=
=]
=]
-

R L S S T R

Rules rEvaIuation |
ﬁcﬂuity P prescr P act

7 Root folder
E Evaluation 1,00000 W2 | V81
1,00000 V32| VS

=y

[x][=
-

Abbildung 4: SZK Kompressionen zu Beispiel 1iv) Randverteilungen in Q_

An dieser Stelle ist u.E. ein gesellschaftspolitischer Zungenschlag zu den Ana-
lyseergebnissen struktureller Macht in signierten Netzen angebracht.

Liberté, Egalité, Fraternité

waren die Forderungen der franzosischen Revolution.

Freiheit, Gleichheit, (Briiderlichkeit)

sind in fast jeder Verfassung moderner Demokratien verankert. Aber wie ver-
tragen sich solche Forderungen mit den Beziehungsstrukturen in unseren Gesell-
schaften?

* Isteine Gesellschaft ausschlieBlich durch die MV-Relation geprigt, zeichnen
sich alle Positionen darin durch ein groBBes Maf} an Gleichheit aus; vgl. Satz 1
in Abschnitt 4.2. H als Maf} der wechselseitigen Unabhingigkeit ist gering,
was auf ein geringes MaB von Freiheit schliefen lisst: Liberté, Egalité
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Abbildung 5: SZK Kompressionen zu Beispiel 1iv) sm-Werte in Q _

» Ist eine Gesellschaft ausschlieBlich durch MU-Relationen geprigt, zeichnen
sich alle Positionen darin durch eine groflere und differenzierte (!) Freiheit
zur Machtausiibung aus, vgl. Satz 2 in Abschnitt 4.3. Die Entropie als Maf}
der wechselseitigen Unabhiingigkeit wird groBer: Liberté, Egalité

» Ist eine Gesellschaft sowohl durch MV-Relationen als auch durch MU-Rela-
tionen geprigt, zeichnen sich die Positionen innerhalb kohésiver Teilgruppen
durch grof3e Gleichheit aus. Global betrachtet verfiigen sie jedoch auch iiber
groBere strukturelle Macht, die sie aus dem iiberlagernden MU-Netz und ihre
Position darin beziehen. H ist stets > 1. Liberté et Egalité

4.5 Machtevidenz in allgemeinen signierten Netzen

Ist die Aufgabe (2+-) fiir ein allgemeines signiertes Netz gelost und ist Q-
berechnet, stellt sich nun die Frage, was Machtevidenz in einem Knoten mit dem
gesamten sN macht. Genauer gesagt: Was geschieht, wenn nun wirklich — und nicht
nur potentiell — von einem Knoten mit Sicherheit Macht ausgeht. Man vergleiche
dazu nochmals unsere Ausfithrungen in Abschnitt 3.1 zu Fakten (1E). Fiigt man
beispielsweise der Regelmenge zu unserem Beispiel wie sie in (3) in Abschnitt 3.2
aufgelistet sind, das Faktum Q(V3 = 1) = 1. hinzu, stellt sich das Ergebnis wie in
den Abbildungen 6 und 7 ein. In Abbildung 6 werden alle V; =1, V3 =1, V5 =1
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sicher und ebenso V5 = 0, V; = 0, Vi = 0 sicher. Das Faktum V3 = 1 hat das gesamte
sN gemal den Regeln verdndert, wie es auch sein sollte.

(“variables |  Transinformation | mpacts |
2 = * ]
@eedae] ejleooee e i @
7 [Jakb B (— —
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Abbildung 6: Beispiel 1iv) Regeln und Evidenz V3 = 1 (unten) und Randwahr-
scheinlichkeiten

In Abbildung 7 bedeutet eine 0. fiir V; = 1, dass dieses Machtpotential bereits
ausgeschopft ist; ein oo steht fiir den Fall, dass ein zusétzliches Evidenziieren zu
Widerspriichen fiihren wiirde.

Evidenz veridndert also ein signiertes Netz gemill den in den Konditionalen
festgelegten Relationen. Es entsteht ein neues Netz, das i.A. — anders als in dem
kleinen Beispiel der Abbildungen 6 und 7 — weitere Evidenzen erlaubt. Evidenzen
zeigen stets die Auswirkungen wirklicher Machtausiibung in ausgewihlten Posi-
tionen auf das (verbleibende) signierte Netz auf. Fiir eine detaillierte Darstellung
der Zusammenhinge vergleiche Kapitel 3 in Dellnitz and Rodder (2020).

S Macht, Unabhiingigkeit und Abhéingigkeit in einem si-
gnierten Kronecker-Graphen mittlerer Grofe

Eine Literaturrecherche zu signierten Graphen fiihrt schnell

* zu gerichteten signierten Netzen, z.B. Kim et al. (2018). Dieses Thema deckt
sich nicht mit dem der vorliegenden Schrift.

» zur Erzeugung allgemeiner signierter Netze, siehe z.B. Jung et al. (2020),
und der vergleichenden Bewertung verschiedener Methoden dazu. Die Be-
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Abbildung 7: Beispiel 1iv) Regeln und Evidenz V; =1 (unten) und sm-Werte

wertung erfolgt durch den Vergleich gewisser Parameter erzeugter und rea-
ler Netze. Die Parameter beziehen sich im Wesentlichen auf Héufigkeiten
von negativen und positiven Kanten und Anzahl negativer Kanten in Tria-
den. Hier ist anzumerken, dass Hiufigkeiten von Triaden mit einer negativen
Kante explizit ausgewiesen werden.

* zu einer Arbeit tiber ein signiertes Netz der Freund-/ Feindrelationen indige-
ner Volksstimme im Hochland Neuguineas, siche Read (1954).

Alle signierten Netze in den gesichteten Arbeiten und in den dort zitierten
Schriften sind fiir unsere Macht- und Unabhéngigkeitsanalyse unbrauchbar, da sie

» entweder gerichtet sind  oder
¢ die Clusterfiahigkeit nicht besitzen.

Bei den oben genannten Netzen mit unzuldssigen Triaden ist dieses Manko of-
fensichtlich, bei den Hochland-Volksstimmen erkennt man in Figur 5 auf Seite 41
in Read (1954) durch bloBes Hinsehen, dass eine Zerlegung gemal Definition 1
nicht moglich ist: Bei der Zerlegung gibt es einen induzierten signierten Teilgra-
phen mit mehreren Knoten und positiven und negativen Kanten.

Nun ist die Clusterfahigkeit eine starke Forderung. Gemdf Definition 1 aus
Kapitel 2 ist eine Konstellation wie in Beispiel 1vi) nicht moglich: Knoten 1 ist
positiv verbunden mit Knoten 2 und Knoten 3. Die beiden letzteren jedoch sind
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aversiv zueinander. Bei der Interpretation Freundschaft/ Feindschaft mag eine sol-
che Konstellation moglich sein, in dem hier betrachteten Machtmodell ist sie es
nicht, vgl. unsere Ausfithrungen in Abschnitt 3.2.

Folgendes Szenario zeigt die Sinnhaftigkeit des Machtmodells und damit die
Sinnhaftigkeit der Messung struktureller Macht in einem signierten Graphen.

Man betrachte wieder den Graphen Abbildung 2 bzw. 3 zu Beispiel liv). Das
sN zeigt jetzt mafiose Strukturen zwischen den Clans V', ..., Vg, die durch fa-
milidre Bande verkniipft sind (V; = V;) bzw. die sich in groBer Feindschaft ge-
geniiberstehen (V; — V). Bei Kenntnis iiber eine bevorstehende Razzia wird je-
der befreundete Clan unmittelbar informiert und erhilt somit ebenfalls Kenntnis.
Feindliche Clans werden durch Fehlinformationen in Unkenntnis versetzt. Struk-
turelle Macht = Informationsmacht: Welche Clans kénnen durch Information und
Desinformation das gesamte Netz am stédrksten beeinflussen? Die folgenden Rela-
tionen geben die Antwort:

Vie Vs Vs> Vo~ Vg~ V.

Um die Berechenbarkeit struktureller Macht auch in gréeren signierten Netzen
nachzuweisen, erzeugen wir ein signiertes Kronecker-Netz wie folgt.

Mit dem 2 x 2-Initiator (5 -$) erzeugen wir mit 5 Iterationen eine 64 x 64
Wahrscheinlichkeitsmatrix, die Kroneckermatrix: Fiir Details siehe Leskovec et al.
(2010) S. 998 ff. Da der Initiator asymmetrisch ist, ist es auch die Kroneckerma-
trix. In einem ersten Schritt erhdlt man mittels gleichverteilter Zufallszahlen die
Adjazenzmatrix A einer Instanz eines gerichteten Graphen: Schreibe in die Positi-
on A(i, j), i # j eine 1, falls der Eintrag in der Kroneckermatrix groBer ist als die
Zufallszahl und sonst eine 0. In einem zweiten Schritt erzeuge eine symmetrische
Adjazenzmatrix B einer Instanz eines ungerichteten Graphen: Schreibe in die Pos-
tion B(, j), 1 # j das Maximum von A(i, j) und A(j, i). Versehe in einem dritten
Schritt den 1-er Eintrdgen in B(, j) und B(j, 1) mit einer gewiinschten Wahrschein-
lichkeit ein negatives Vorzeichen, mit dem Ergebnis der Adjazenzmatrix C eines
signierten ungerichteten Graphen. Nun wird in einem vierten Schritt die Cluster-
fahigkeit des Graphen iiberpriift, siehe hierzu unsere Ausfithrungen am Ende von
Kapitel 2. Die Schritte 1 bis 4 werden solange durchlaufen, bis Clusterfahigkeit er-
reicht ist. Zu diesem Graphen wird die Aufgabe (2+-) aus Abschnitt 3.2 gerechnet.
Bei konkreter Umsetzung dieses Verfahrens entstand eine 64 x 64-Adjazenzmatrix
B und ein ungerichteter Graph mit 5 isolierten Knoten. Der dritte Schritt wurde
nach Eliminierung der isolierten Knoten und mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,2
zur Erzeugung negativer Kanten durchgefiihrt. Es ergaben sich 8 negative und 98
positive Kanten. Der vierte Schritt erzeugte Clusterfahigkeit mit

e einer 51 Knoten umfassenden SZK,
¢ einer 2 Knoten umfassenden SZK,

* sechs je einen Knoten enthaltenden entarteten SZK.
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Abbildung 8: Signierter Kronecker-Graph

Den signierten clusterfihigen Graphen zeigt Abbildung 8.

Die erste SZK ist mit allen iibrigen ,,benachbart; mindestens ein Knoten aus
der einen SZK ist mit mindesten einem Knoten aus der anderen negativ adjazent.
Unter den entarteten SZK gibt es solche, die nicht benachbart sind. Die eine ist nur
iiber mindestens zwei negative Kanten von der anderen erreichbar. Die Entropie
von 6,6 ldsst eine starke Abhdngigkeitsstruktur erkennen - nicht zuletzt aufgrund
der SZK mit 51 Knoten.

Nun unterlegen wir dem signierten Netz die angekiindigte mafiose Struktur und
zeigen einige Beobachtungen auf.

1. Die SZK mit 51 Knoten ist mit allen tibrigen SZK benachbart (s.0.). Will hei-
Ben: Erhilt eine SZK Kenntnis von einer bevorstehenden Razzia, werden alle
Nachbarn fehlinformiert. Man vergegenwirtige sich, dass damit selbst eine
ein- oder zweielementige die viel umfassendere 51-er Clan-Familie nachhal-
tig gefahrden kann.

2. Die dyadische SZK ist mit 5 der 6 entarteten SZK nicht benachbart, sondern
erst iiber mindestens zwei negative Kanten mit ihnen verbunden. Das hat
zur Folge, dass der 2-er Clan bei Kenntnis der bevorstehenden Razzia die
5 Clans nicht durch Desinformation gefiahrden kann. SPIRIT vermeldet fiir
die 5 Clans dann eine Wahrscheinlichkeit des Kenntniserhalts von 0,5. Man
weil} eben nicht, ob sie von der bevorstehenden Razzia erfahren (0,5) oder
nicht (0,5).

3. Die Verteilung struktureller Macht auf die Clanfamilien ist heterogen: Alle
Mitglieder der 51-er Familie sind (natiirlich) gleichmichtig mit einem Wert
sm = 6, 6. Funf der sechs entarteten SZK haben mit einem sm-Wert von » 1.
eine geringe strukturelle Macht, kdnnen aber dennoch mit Desinformation
die Nachbarn schidigen. Eine entartete SZK und die Dyade sind mit einem
sm-Wert von 1,6 gleichméchtig. Sie haben mittlere strukturelle Macht.
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4. Die sichere Information iiber eine bevorstehende Razzia haben wir im ma-
thematischen Kontext in Abschnitt 4.5 als Evidenz bezeichnet. Evidenz ver-
dndert die Entropie = Unabhingigkeitsstruktur im System. Das Verédnde-
rungspotential ist die strukturelle Macht der Knoten einer SZK. So

— fillt die Entropie von 6,6 auf 0., falls die 51-er Famlilie sicher infor-
miert wird. Sie vermag dann alle anderen durch Fehlinformation zu
schidigen.

— fillt die Entropie von 6,6 auf 5., falls sich der 2-er Clan oder der gleich-
michtige 1-er Clan der Razzia sicher ist. Sie konnen sich dann ,,nur*
gegenseitig oder die Grof3familie schidigen.

— fillt die Entropie von 6,6 auf ca. 5,588, falls einer der restlichen Clans
von der Razzia erfahrt. Er kann dann jeweils nur die Groffamilie fehl-
informieren.

Die Analyseergebnisse zu Machtverhiltnissen in signierten Netzen sind also
vielschichtig und aufschlussreich. Sie gehen weit iiber die oft iibliche bloBe Be-
schreibung von Charakteristika solcher Netze — Anteil negativer Kanten, Anzahl
von Triaden, etc. — hinaus. Vielleicht stehen wir ja am Anfang eines tieferen Ver-
standnisses von Machtentwicklungen in unserer Gesellschaft?

6 Zusammenfassung und Ausblick

Eine entropiebasierte Form der Messung von Macht ist bereits Gegenstand der
Arbeit ,,An entropy-based framework to analyse structural power and alliances in
social networks* Dellnitz and Rodder (2020). Wihrend dort nur wechselseitige
Aversion reprisentierende negative Kanten im Netz betrachtet wurden, geht der
vorliegende Beitrag einen Schritt weiter: Er betrachtet negative und positive Kan-
ten, also signierte Netze. Im Gegensatz zu den negativen Kanten modellieren die
positiven wechselseitige Sympathie. Auch in solchen komplexeren Netzen kann die
strukturelle Macht jedes Knotens bestimmt werden, falls sie — die Netze — ,,balan-
ced oder genauer clusterfahig sind. Sie ist dann Ausdruck der Enflussmoglichkeit
des jeweiligen Knotens auf die Machtverhiltnisse im gesamten Netz. Bei groflen
Netzen bedarf es zur Machtmessung einer Optimierungssoftware; hier wurde die
Expertensystemshell SPIRIT (2011) gewihlt. Fiir ein signiertes Kronecker-Netz
mit — nach Eliminierung isolierter — 59 Knoten werden entsprechende Analyseer-
gebnisse vorgestellt.

Clusterfahigkeit eines signierten Netzes ist eine starke Forderung. Ein weite-
rer Forschungsgegenstand konnte die Frage sein, ob auch in nicht clusterfihigen
signierten Netzen Machtmessung im entropiebasierten Modell moglich ist. Bis-
her sind mit positiven und negativen Kanten wechselseitige Sympathie und/oder
Aversion abbildbar. Gibt es auch weitere Relationen, die in diesem Modell erfasst
werden konnen?
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Anhang

Beweis zu Satz 2d: In unvollstindigen MU-Netzen haben alle Knoten V; eine
strukturelle Macht sm > 1.
Wiihle bel. V; und o. B. d. A. einen adjazenten Knoten V; sowie V), € Vgegt

1. In einem MU-Netz konnen in Kontingenztafeln nur positive Werte stehen,
falls nicht 1, 1 bei adjazenten Knoten gelten.

2. Steht zu Konfiguration mit V; = 1 eine positive Wahrscheinlichkeit, so auch
zu der Konfiguration mit V; = 0 und sonst identisch.

3. 3 Konfiguration v mit V; = 1,V; = 1,V = 0 V V € Vgey. Zu dieser
Konfiguration ist Q- (V) = 0, da V;, V; adjazent. Sei Konfiguration v mit
Vi=0,V; =1,Vj, =0V Vj € Ve Fiir diese gilt Q_(¥) > 0, da keine Regel
verletzt wird.

4. Alle positiven Wahrscheinlichkeiten sind in @)_ gleich.

50 X Q< ¥ Q(v)

vmitV;=1 vmit V;=0
= Q-(Vi=1)<Q-(V;=0)
—=Q_(V;=1)<3

= -log, Q-(V;=1)>1
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